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Мета курсу “Теорія ймовірностей і математична статистика” - навчити майбутніх економістів теоретичних основ теорії ймовірностей як математичної науки, що вивчає закономірності випадкових явищ, та її практичного застосування у побудові економічних стохастичних моделей на мікро- та макрорівнях з використанням елементів дисперсійного та регресійного аналізу. 


Методичні рекомендації містять теоретичні й практичні положення, що стосуються теми “Основні поняття теорії ймовірностей”. Вони написані на підставі курсу лекцій з дисципліни “Теорія ймовірностей і математична статистика”, який читають студентам економічного факультету Львівського національного університету.


                            ВСТУП

За формою прояву причинних зв’язків закони природи і суспільства можна розділити на два класи: детерміновані і стохастичні. Наприклад, на підставі законів небесної механіки за видимим положенням планет Сонячної системи можна однозначно визначити їхнє місцезнаходження в довільний наперед заданий момент часу. Це приклад детермінованих законів.


Водночас не всі явища можна точно передбачити. Не завжди вдається наперед визначити зміну погоди, немовля якої статі народиться наступним у конкретному пологовому будинку, скільки часу буде працювати без ремонту телевізор тощо. Закони, за якими ми можемо сказати щось визначене в описаних ситуаціях, називають стохастичними. Згідно з цими законами майбутній стан системи визначають не однозначно, а лише з деякою ймовірністю, яка є об’єктивною мірою можливості закладених у минулому тенденцій зміни стану цієї системи.


Теорія ймовірностей вивчає властивості масових випадкових подій, які здатні багаторазово повторюватися у разі відтворення визначеного комплексу умов. Математичний підхід до вивчення випадкових явищ намагалися відшукати дуже давно. Ще в Стародавніх Китаї та Римі були відомі факти стійкості частот випадкових подій, пов’язаних з демографічними даними і даними про постачання великих міст. Поняттям ймовірності оперували ще античні філософи (один із творців теорії ймовірностей Б.Паскаль посилається у працях на Платона - 427-347 р. до н.е.).


Вивчати випадкові події за допомогою точних методів намагалися Л.Пачіолі (1445-1514), Дж.Кардано (1501-1576), Г.Галілей (1564-1642). Проте початки теорії ймовірностей - математичної науки про випадкові події - закладені лише в працях Б.Паскаля (1623-1662), П.Ферма (1601-1665), Х.Пойгенса (1629-1695). До перших задач теорії ймовірностей належать задачі, що стосуються азартних ігор, популярність яких у Стародавній Греції, Стародавньому Римі та середньовічній Європі була надзвичайно велика.


Наступний етап розвитку теорії ймовірностей пов’язаний з іменем Якоба Бернуллі (1654-1705). Доведена ним теорема, яку пізніше назвали “Законом великих чисел”, була першим теоретичним обгрунтуванням нагромаджених раніше фактів.


Значно розвинулася теорія ймовірностей у ХVІІІ-ХІХ ст. завдяки задачам теорії похибок, теорії стрільби, проблемам статистики, особливо демографії. З працями вчених А.Муавра, Д.Бернуллі, П.Лапласа, А.Лежандра, К.Гаусса, С.Пуассона, П.Л.Чебишева, А.А.Маркова, О.М.Ляпунова в теорію ймовірностей уведено випадкову величину, граничні теореми теорії ймовірностей, перші поняття про випадкові процеси. З набору розрізнених фактів ця теорія стає стрункою математичною наукою. Її подальшй розвиток пов’язаний з такими математиками, як С.Н.Берштейн, А.М.Колмогоров, О.Я.Хінчин, В.І.Романовський і, зокрема, з українськими вченими Є.Є.Слуцьким, БВ.Гнєденко та ін.


Сьогодні імовірнісні методи широко застосовують у теорії масового обслуговування, теорії надійності, теорії ігор, математичному програмуванні, імітаційному моделюванні, кібернетиці, а також для розрахунку ризику в різноманітних прикладних задачах. На теорію ймовірностей опирається математична статистика, завдання якої полягає в тому, щоб за обмеженими даними (вибіркою) відновити з визначеним ступенем достовірності характеристики, притаманні генеральній сукупності, тобто всьому уявному набору даних, який описує досліджуване явище.


Однією з важливих сфер застосування теорії ймовірностей і математичної статистики є економіка. Зараз важко собі уявити дослідження і прогнозування економічних явищ без економетричного моделювання, регресійного аналізу, трендових і згладжувальних моделей та інших методів. З часом суспільство розвивається і господарство ускладнюється. Тому за законами розвитку динамічних систем повинен посилюватися статистичний характер законів, що описують соціально-економічні явища.


Усе це свідчить про потребу оволодіння методами теорії ймовірностей і математичної статистики як інструменту статистичного аналізу й прогнозування економічних явищ та процесів.

1. Випакові події

На практиці досить часто доводиться стикатися з явищами, розвиток яких неможливо передбачити. Спостерігач, вивчаючи такі явища, може лише фіксувати той чи інший наслідок спостереження. Наприклад, стежачи за баскетболістом, який кидає м’яч до корзини, неможливо передбачити, влучить спортсмен у корзину чи ні. Не можна наперед сказати, скільки з поміж десяти перехожих буде чоловіків тощо. Явища, розвиток яких наперед передбачити неможливо, називають випадковими, або стохастичними.

Однак якщо виконати багато спостережень за випадковим явищем, що відбувається під час кожного спостереження в однакових умовах, то можна помітити деякі закономірності. Наприклад, монета, підкинута 10 разів, може жодного разу не впасти гербом догори, може впасти один раз, два рази  і т.д. Однак якщо підкидати монету 100 разів, то інтуїтивно відчувається, що герб повинен випасти близько 50 разів. Великого відхилення кількості випадання герба від 50 важко чекати. Зі збільшенням кількості спостережень можна помітити певну закономірність, а саме: відношення кількості випадання герба до кількості всіх проведених спостережень щораз менше відхиляється від 0,5.
Саме теорія ймовірностей вивчає закономірності, які виявляються в масових однорідних спостереженнях за випадковими явищами, розвиток яких під час кожного спостереження відбувається за одних і тих же умов.

Одним з найпростіших випадкових явищ, які розглядають у теорії ймовірностей, є так звані випадкові події. Подіями називають результати (наслідки) випробувань (спостережень). Наприклад, можна говорити про подію, яка полягає в тому, що внаслідок п’яти кидків м’ячем у корзину буде не більше чотирьох влучень; навмання вибраний перехожий буде безробітним; унаслідок трьох пострілів по мішені виявиться чотири влучення та ін. Події позначатимемо великими літерами латинського алфавіту A, B, C, U, V тощо.
Розрізняють події елементарні, які не можна розкласти на простіші, та складні, які можна розкласти на елементарні. Наприклад, подію, яка полягає в тому, що серед чотирьох приладів, які перевіряють, бракованих виявиться не більше двох, можна розкласти на такі елементарні події: 1) бракованих приладів не буде; 2) виявиться один бракований прилад; 3) буде два браковані прилади. Зрозуміло, що всього у цьому випробуванні можливі п’ять елементарних наслідків (елементарних подій), крім трьох, названих вище; 4) буде три браковані прилади; 5) всі прилади будуть бракованими. Інших наслідків цього випробування щодо кількості бракованих приладів серед чотирьох, які перевіряють, бути не може.  

Вивчаючи уважніше наведений приклад, помічаємо, що під час кожного випробування (перевірки чотирьох приладів) одержуємо один з п’яти можливих елементарних наслідків випробування (елементарних подій), тобто кожне випробування ніби вибирає навмання (незалежно від спостерігача) одну з елементарних подій із множини, що складається з п’яти таких подій.

Поняття елементарної події є основним, його не можна визначити через простіші поняття. Аналогічно в геометрії основним поняттям є точка, в теорії множин - поняття елемента множини, в теорії алгоритмів - поняття алгоритму тощо.

Предметом теорії ймовірностей є моделі випадкових випробувань. Випаковим випробуванням (випадковим експериментом) називають будь-яку дію, яку можна повторити без зміни зовнішніх умов довільну кількість разів, однак результати її не можна точно передбачити. У цьому випадку не обов’язково виконувати саму дію, а можна обмежитись так званим уявним випробуванням.
Надалі вважатимемо, що будь-яке випадкове випробування (випадковий експеримент) полягає в тому, що навмання (незалежно від спостерігача) вибирають деякий окремий елемент із деякої множини. Появу того чи іншого окремого елемента ототожнюють з появою відповідної елементарної події, яка полягає у тому, що вибрано саме цей елемент. Отже, можна вважати, що будь-яке випадкове випробування полягає в тому, що навмання вибирають деяку елементарну подію із множини можливих елементарних подій. Сукупність усіх елементарних подій називають простором елементарних подій, а самі елементарні події - точками цього простору. Простір елементарних подій будемо позначати (, а елементи цього простору -( з індексом чи без нього. 

П р и к л а д  1. Нехай випробування полягає у тому, що підкидають монету один раз. Множина всіх елементарних подій у цьому випадку складається з двох елементів: 1) монета падає гербом догори (Г), 2) монета падає цифрою догори (Ц). Отже, ( = {Г,Ц}.
Надалі часто елементарну подію називатимемо можливим наслідком випробування, маючи на увазі елементарний можливий наслідок випробування. Вислів “можливий наслідок випробування” застосовуватимемо лише в такому розумінні.

Будь-яка підмножина А множини елементарних подій (     (А ( () визначає певну подію. Про будь-яку подію А стосовно з заданим випробуванням можна говорити лише тоді, коли для будь-якого наслідку можна сказати таке: відбулася ця подія чи ні, тобто належить елемент (, вибраний у результаті випробування, множині елементів, що визначає подію (( ( А), чи не належить      (( ( А).

Сукупність усіх елементів простору елементарних подій називають вірогідною, чи достовірною, подією і позначають буквою (. Подія (  в результаті випробування обов’язково відбувається, оскільки яку б елементарну подію ми не одержали в результаті випробування, вона завжди належить множині (. 

Будь-яку непорожню підмножину А множини елементарних подій, що не збігається з множиною (, називають випадковою подією. Випадкова подія в результаті випробування може відбутися і може не відбутися. Випадкова подія А відбувається, якщо елементарна подія, яку ми одержали в результаті випробування, належить множині А, тобто ((А, і не відбувається в протилежному випадку (((А).

Підмножину А множини ( всіх елементарних подій іноді називають множиною можливих наслідків випробування, що сприяють появі події А.
Подію називають неможливою, якщо у випадковому випробуванні немає жодної елементарної події, яка їй належить. Неможливу подію позначають (. У будь-якому випробуванні неможлива подія відбутися не може. Вірогідну і неможливу події можна розглядати як крайні часткові випадки випадкової події.

П р и к л а д  2. Випробування полягає в тому, що монету підкидають двічі, а подія А - в тому, що монета упаде цифрою догори хоча б один раз. Тоді (={ГГ, ГЦ, ЦГ, ЦЦ}, А={ГЦ, ЦГ, ЦЦ}, де Г - означає, що монета випала гербом догори, Ц - цифрою догори. Тобто простір елементарних подій ( у цьому випадку складається з чотирьох елементів, а множина А - з трьох.

У розглянутих випадках простір елементарних подій складався зі скінченної кількості елементів. Однак можуть трапитись випадки, коли множина ( та деякі її підмножини нескінченні. Наприклад, якщо випробування полягає у тому, що кулю на більярдному столі ми штовхаємо києм, а подія А - що куля опиниться в конкретній області, то множина ( елементарних подій нескінченна, оскільки кожній можливій точці зупинки кулі відповідає елементарна подія, яка полягає в тому, що м’яч зупиниться саме в цій точці. Нескінченною є і підмножина А, що визначає випадкову подію, яку розглядають.

Простір елементарних подій ( для випадкового випробування може бути дискретним, неперервним чи мати скаднішу структуру. Якщо множина ( скінченна або зчисленна, тобто якщо всі елементи множини ( можна перелічити або принаймні пронумерувати (кожному елементу множини ( поставити у взаємно однозначну відповідність конкретний елемент нескінченної послідовності натуральних чисел 1, 2, 3 …), то простір елементарних подій називають дискретним.
До неперервних множин належать множини типу континууму, тобто такі, кожному елементу яких можна поставити у взаємно однозначну відповідність конкретний елемент із множини точок одиничного інтервалу (0, 1). Надалі розглядатимемо тільки такі моделі випробувань, для яких множина елементарних подій ( є дискретною або неперервною.
Вправи

1. Навести приклади випадкових подій і побудувати множини, що відповідають цим випадковим подіям.

2. Виконують два постріли по мішені. Які елементи входять до множини можливих наслідків цього випробування? Чи є випадковою подія, яка полягає в тому, що буде принаймні одне влучення в мішень? Назвати підмножину можливих наслідків випробування, що відповідає цій події.

3. На відрізку [M, N] завдовжки l навмання вибирають точку Р. Що є  множиною можливих наслідків випробування? Яка підмножина можливих наслідків випробування відповідає події, яка полягає в тому, що точка Р буде віддалена від точки М не більше, ніж на l/3?

2.  Операції над подіями

Оскільки події - це деякі підмножини множини всіх елементарних подій, то над ними можна виконувати такі самі операції, як і над множинами в теорії множин.

1. Сприяння появі події. Говоритимемо, що подія А сприяє появі події В, якщо внаслідок події А відбувається також і подія В. Що ж до відповідних множин елементарних подій, то подія А сприяє появі події В, якщо множина, яка визначає подію А, є підмножиною множини, яка визначає подію В (А ( В). Довільна елементарна подія ( сприяє появі події А, якщо елемент ( множини ( належить множині, яка визначає подію А.

П р и к л а д  1. Нехай випробування полягає в тому, що підкидають шестигранний кубик, на гранях якого є цифри 1, 2, 3, 4, 5, 6. Позначивши символом “і” випадкову подію, яка полягає в тому, що на поверхні грані кубика випаде число і (і = 1, 2, …, 6), одержимо, що множина ( всіх елементарних подій у цьому випадку складається з шести елементів ( = {“1”, “2”, “3”, “4”, “5”, “6”}. Для спрощення запису надалі лапки опускатимемо. Якщо подія А полягає в тому, що на верхній грані випаде число 3, тобто А = {3}, а подія В - у тому, що на верхній грані випаде число не більше 4, тобто В = {1, 2, 3, 4}, то очевидно, що подія А сприяє появі події В, тобто А ( В. Отже, для довільної множини А справджується А ( (. За означенням приймають ( ( (. 
Якщо подія А сприяє появі події В і подія В сприяє появі події А, то події А і В називають еквівалентними (рівносильними) і записують А = В. У цьому випадку відповідні множини збігаються.

Безпосередньо з означень випливає таке: А ( А і А = А для будь якої події А. Якщо А ( В, В ( С, то А ( С. З того, що А = В, випливає, що В = А. Якщо А = В, В = С, то А = С.

2. Сума подій. Сумою (об’єднанням) двох подій А і В називають таку подію С, яка відбувається тоді й тільки тоді коли відбувається принаймні одна з подій - А чи В. У цьому випадку записують С = А + В, або С = А ( В. Сумі подій А і В відповідає множина С, яка складається з тих і тільки тих елементів, кожен з яких належить хоча б одній з множин А чи В. 

П р и к л а д  2. Нехай подія А полягає в тому, що навмання взяте відмінне від нуля одноцифрове число ділиться без остачі на 3, а подія В - у тому, що навмання взяте одноцифрове число парне. Позначивши символом і елементарну подію, яка полягає в тому, що навмання взяте одноцифрове число є число і (і = 1, 2, …, 9), матимемо ( = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, A = {3, 6, 9}, B = {2, 4, 6, 8}. Події С = А + В відповідає множина С = {2, 3, 4, 6, 8, 9}. 

Аналогічний зміст має сума довільного числа подій. Якщо І - довільна множина значень деякого індексу і, Аі (і є І) - деяка множина подій, то сумою (об’єднанням) цих подій С = 

Ai є подія, що відбувається тоді й тільки тоді, коли відбувається принаймні одна із подій Аі.

Зауважимо, що для довільних множин А та В                        

            А + ( = А; А + ( = (;                                    




     А ( А + В; В ( А + В, і з того, що А ( С і В ( С, випливає, що А + В ( С.

З означення також випливає, що кожну множину можна записати, як суму одноелементних множин, утворених з елементів цієї множини, тобто кожну подію можна подати як суму елементарних подій, що визначають цю подію. Зокрема, у прикладі 2 А = {3} + {6} + {9}, B = {2} + {4} + {6} + {8}.

3. Добуток подій. Добутком (перерізом) двох подій А і В називають таку подію С, яка відбувається тоді й тільки тоді, коли одночасно відбуваються події А і В. Це записують так: С = А ( В, або С = А 

В. Добутку подій А і В відповідає множина С, яка складається з тих і тільки тих елементів, кожен з яких належить множині А і множині В одночасно. 

П р и к л а д  3. Якщо події А і В визначені так, як у прикладі 2, то подія С = А ( В полягає в тому, що навмання взяте одноцифрове число виявиться числом 6, тобто С = {6}.
Аналогічно визначають добуток довільного числа подій. Якщо задано події Аі (і ( І), то їхнім добутком (перерізом) С = 

Аі буде подія, що відбувається тоді й тільки тоді, коли відбуваються відразу всі події Аі (і 

 І).

Інколи переріз подій називають ще суміщенням.

Наведемо очевидні співвідношення: А ( ( = (; А ( ( = А;         А ( В ( В, і якщо С ( А ( В, то С ( А і С ( В.

Крім цього, обидві введені операції суми і добутку подій мають низку однакових очевидних властивостей, а саме:

комутативність

         А + В = В + А,                         А ( В = В ( А;

асоціативність    
         (А + В) + С = А + (В + С),      (АВ) С = А (ВС);

дистрибутивність

         (А + В) С = АС + ВС,             АВ + С = (А + С) (В + С).

4.  Протилежна подія. Подією, протилежною до події А, називають подію 

, яка відбувається тоді, коли не відбувається подія А, і не відбувається, коли відбувається подія А. Подією 

 визначає множина С =

, яка є доповненням множини А до  множини (.
П р и к л а д  4. Нехай подія В визначена так, як у прикладі 2, тобто полягає в тому, що навмання взяте одноцифрове число парне. Тоді протилежна до події А подія 

 полягає в тому, що навмання взяте одноцифрове число буде непарне. Тобто 

 = {1, 3, 5, 7, 9}.

З означення випливає, що протилежною до вірогідної події є неможлива подія:






 = (.

Крім цього,


А + 

 = (,   А ( 

 = (.

5.  Різниця подій. Різницею А \ В подій А і В називають таку подію С, яка відбувається тоді й тільки тоді, коли відбувається подія А і не відбувається подія В. Різниці подій А і В відповідає множина, що складається з тих і тільки тих елементів, які є в множині А, але їх нема в множині В.

П р и к л а д  5. Якщо розглянути події А і В, визначені у прикладі 2, то події С = А \ В буде віповідати множина С = {3, 9}, а події С = В \ А - множина С = {2, 4, 8}.
Очевидно, що




 = ( \ А,   А \ В = А ( 



 EMBED Equation.2  
 

Можна довести, що 




    


6. Повна група подій. Якщо в результаті випробування події А і В можуть відбутися одночасно, тобто мають спільні елементарні події з (, то їх називають сумісними, в іншому випадку - несумісними, чи диз’юнктними. Тобто суміщення диз’юнктних подій А і В є неможлива подія: АВ = (.

Несумісним подіям відповідають множини, що не мають спільних елементів.

Послідовність подій А1, А2 … (скінченна чи нескінченна) називають диз’юнкт чи послідовністю несумісних подій, якщо кожна пара з них є несумісною:



АіАj = ( для довільних ³, j; i ( j. 
Скінченна диз’юнкт послідовність подій А1, А2, …, Ап утворює повну групу подій, якщо А1 + А2 + А3 + … + Ап = (, тобто якщо в результаті випробування принаймні одна з подій цієї групи обов’язково відбувається. Очевидно, множина всіх елементарних подій завжди є повною групою подій.

Вправи 

1.  Подія А полягає в тому, що число, взяте навмання з чисел від -10 до 10, не більше від 4, подія В - у тому, модуль цього числа не перевищує 2. Що означають події: а) А+В? б) АВ? в) A\В? г) В\А?  д) (? е) 

? є) 

?
2.  Підкидають три монети. Спостережуваний результат: поява герба чи цифри на верхньому боці кожної з монет. Подія А полягає у тому, що хоча б на одній з монет випав герб, а подія В - у тому, що тільки на одній з монет випала цифра. Визначити такі ж події, як і в першій вправі.

3.  Елементи комбінаторики в теорії ймовірностей


Для обчислення ймовірностей різних подій часто використовують формули комбінаторики. Комбінаторика вивчає кількості підмножин, що задовольняють визначені умови і які можна скласти з елементів довільної скінченної множини. Розв’язування багатьох комбінаторних задач грунтується на двох фундаментальних правилах, які називають відповідно правилами додавання і множення.


1. Правило додавання. Якщо скінченні множини Х1, Х2, …, Хк попарно не перерізаються, то кількість елементів у їхньому об’єднанні дорівнює сумі кількості елементів, які є в кожній з цих множин.

Позначатимемо кількість елементів, що містяться в множині Х, через (Х(. Тоді правило додавання запишемо так:



(Х1 + Х2 + … + Хк( = (Х1( + (Х2( + … + (Хк( за умови, що



Хі 

Хj = (.                                                             (1)


Правило додавання в теорії ймовірностей часто формулюють дещо інакше: якщо деякий об’єкт х можна вибрати п способами, а об’єкт  у - т способами, причому будь-який спосіб вибору об’єкта х відмінний від довільного способу вибору у, то вибір “х чи у” можна зробити п +т способами.


Задачі, які можна розв’язати за допомогою одного лише правила додавання головно тривіальні. Переважно правило додавання використовують разом з правилом множення.

2.  Правило множення (основний принцип комбінаторики).

Розглянемо такий приклад. Виріб складається з двох вузлів. Перший вузол можна виготовляти т технологічними способами, а другий - п. Скількома технологічними способами можна виготовити виріб?

Зрозуміло, що, виготовивши одним із т технологічних способів перший вузол, ми приступимо до роботи над другим, який можна буде зробити будь-яким із п способів. У результаті весь виріб можна виготовити якимось одним з т ( п технологічних способів. 

Цей приклад ілюструє основний принцип комбінаторики, який тепер можна сформулювати в загальному вигляді. Нехай нам треба послідовно виконати k дій. Якщо першу дію можна виконати п1 способами, другу - п2 способами, третю - п3 способами і так до k-ї дії, яку можна виконати пk способами, то всі k дії разом можна виконати






п1 ( п2 ( п3 ( … ( пk                                (2)

способами.


Це твердження легко довести методом математичної індукції [1].


П р и к л а д  1. У чемпіонаті України з футболу беруть участь 16 команд. Скількома способами можуть бути розподілені золота і срібна медалі?

Розв’язування. Чемпіоном може стати одна з 16 команд. Після того, як визначений володар золотої медалі, срібну медаль може мати одна з 15 команд. Отже, загальна кількість способів, якими можуть бути розподілені золота і срібна медалі, - 16х15 = 240.


П р и к л а д  2. Скільки можна утворити чотиризначних чисел так, щоб будь-які дві сусідні цифри числа були різними?

Розв’язування. Першою цифрою числа може бути довільна цифра десяткової системи числення, крім нуля. Якщо вона вибрана, то другу цифру числа можна вибрати також дев’ятьма способами (вона може бути будь-якою з цифр 0, 1, 2, …, 9, відмінною від першої цифри). Після її вибору для третьої цифри знову маємо дев’ять варіантів і т.д. Застосовуючи правило множення, обчислюємо, що шукана кількість чисел - 9(9(9(9 = 6561. 


3. Комбінації (сполуки) з п елементів по k. Нехай ((( = п, тобто множина ( містить п елементів. Довільну k-елементну підмножину множини ( називають комбінацією (сполукою) з п елементів по k. Порядок елементів у підмножині не суттєвий. Кількість можливих комбінацій з п елементів по k позначають 

.


Наприклад, нехай ( = {a, b, c}. Тоді  {a}, {b}, {c} - усі можливі комбінації з 3 по 1 (тобто 

 = 3), {a, b}, {a, c}, {b, c} - усі можливі комбінації з 3 по 2 (отже, 

 = 3). 


Якщо позначити п! = 1(2(3( …(п (0! = 1), то можна довести [2], що кількість усіх k-елементних підмножин множини з п елементів обчислюють за формулою






 .                         (3)


У часткових випадках






,

що цілком зрозуміло, оскільки в множині Х є тільки одна підмножина з нуль елементів - порожня підмножина, і тільки одна підмножина з п елементів - множина Х.


Очевидно також, що 

.


Використовуючи формулу (3), легко довести [2], що






.                                                   (4)


П р и к л а д  3. Підприємець має право займатися сімома видами діяльності. Для початку він вирішив обмежитися тільки трьома з них. Скількома способами він може це зробити?


Розв’язування. Шукана кількість дорівнює кількості трьохелементних підмножин у множині з семи елементів. Тобто на підставі формули (3) отримаємо






 


Якщо скористатися формулою (4), то матимемо аналогічний результат:







4. Упорядкування множини, перестановки. Множина з п елементів називається впорядкованою, якщо кожному елементу цієї множини поставлено у відповідність певне число (номер елемента) від 1 до п так, що різним елементам відповідають різні числа. Будь-яку скінченну множину можна зробити впорядкованою, якщо, наприклад, записати всі її елементи в деякий рядок (a, b, c, …), а потім поставити у відповідність кожному елементу номер місця, на якому він стоїть у списку. Очевидно, що кожну множину, яка містить більше одного елемента, можна впорядкувати не єдиним способом. Упорядковані множини вважають різними, якщо вони відрізняються або своїми елементами, або їхнім порядком.

Різні впорядковані множини, які відрізняються тільки порядком елементів (тобто можуть бути утворені з тієї самої множини), називають перестановками цієї множини.

П р и к л а д  4. Перестановки множини ( = {a, b, c} з трьох елементів мають вигляд:




(a, b, c); (a, c, b); (b, a, c); (b, c, a); (c, a, b); (c, b, a).


Кількість усіх перестановок множини з п елементів позначають  Рп. Визначимо скільки можливих перестановок можна утворити з елементів множини (, якщо ((( = п. Послідовно вибиратимемо елементи множини ( і розміщуватимемо їх у визначеному порядку на п місцях. На перше місце можна поставити довільний з п елементів. Після того, як заповнене перше місце, на друге місце можна поставити будь-який з п-1 елементів, що залишилися і т.д. За правилом множення всі п місць можна заповнити





п(п-1)(п-2)…2(1=п!

способами. Отже, множину ( з п елементів можна впорядкувати п! способами. Тобто





Рп = п!.                                                     (5)

5. Розміщення без повторень. Розглянемо впорядковані k-елементні підмножини множини (, що містить п елементів. Їх називають розміщенням з п елементів по k. Різні розміщення з п по k відрізняються кількістю елементів чи їхнім порядком. Кількість розміщень з п по k позначають 

. Визначимо формулу, за якою цю кількість обчислюють. Вважаємо, що сама множина ( невпорядкована. Звідси кожну її k-елементну підмножину, загальна кількість яких є 

, можна впорядкувати k! способами. Тому кількість усіх упорядкованих k-елементних підмножин множини     ( ((((=п) буде k! 

. Отже,






.                   (6)

Очевидно, що кількість розміщень з п елементів по п є кількістю перестановок цієї множини (:









Кількість розміщень без повторення використовують у так званій схемі випадкового вибору без повернення. Нехай у нас є п різних виробів. Ми навмання вибираємо один з цих виробів (наприклад, попередньо нумеруємо їх і випадково вибираємо номер виробу), реєструємо його і передаємо на склад. Потім вибірку повторюємо вже з меншої кількості виробів і т.д. Після k вибірок отримаємо рядок номерів довжини k без повторень. Легко побачити [1], що кількість можливих таких рядків довжини k з п дорівнює 

.


6. Перестановки з повтореннями. Розглянемо спочатку таке питання: якою кількістю способів множину ( ((((=п) можна зобразити у вигляді суми т множин В1, …, Вт, які попарно не перерізаються і містять відповідно k1, …, km елементів (k1+k2+…+km=n)? Це можна зробити так: візьмемо довільну k1-елементну підмножину В1 множини ( (це можна виконати 

способами), серед 

n- k1 елементів, що залишилися, вибираємо k2 елементів і створюємо з них множину В2 (це можна виконати 

способами) і т.д. Загальна кількість способів 

вибору різних множин В1, …, Вт за правилом множення





 EMBED Equation.2  

Числа




                                       (7)

називають поліноміальними коефіцієнтами. Вони мають ще одну важливу комбінаторну інтерпретацію.


Нехай у нас є n букв. Деякі з них однакові. Буква а1 є k1 штук, а2 - k2 штук, …, am - km штук (k1+ k2+…+ km=n). Визначимо, скільки різних слів можна скласти з цих букв. Пронумеруємо місця, на яких стоять букви, числами, 1, 2, …, п. Кожне слово визначене множинами В1 (номери місць, де стоїть буква а1), В2 (номери місць, де стоїть буква а2), …, Вт (номери місць, де стоїть буква ат). Отже, кількість різних слів дорівнює кількості способів, якими можна зобразити множину ( = {1, 2, …, п} у вигляді суми множин В1, …, Вт, тобто цю кількість визначають співвідношенням (7).


Слова довжини п, які можна отримати з k1 букв a1, k2 букв   а2, …, km букв ат, називають ще перестановками з повтореннями. Наведені вище міркування свідчать, що справджується таке твердження: Кількість різних перестановок, які можна утворити з п елементів, серед яких є k1 елементів першого типу, k2 елементів другого типу, …, km елементів т-го типу, обчислюють за формулою (7).


П р и к л а д  5. Бригада з восьми робітників повинна виготовити три вироби. Для виготовлення першого виробу потрібний один робітник, другого - три, а третього - чотири. Скількома способами можна залучити робітників бригади до виконання поставленого завдання.


Розв’язування. Кількість можливих способів групування робітників бригади в цьому випадку обчислюють за формулою (7):








7. Розміщення з повтореннями. Довільний упорядкований рядок довжини k, утворений з елементів множини ( ((((=п), у якому елементи цієї множини можуть повторюватися декілька разів, називають розміщенням з повторенням з п елементів по k. Кількість усіх розміщень з повтореннями з п елементів по k залежить, очевидно, тільки від п та k, а не від природи множини (. Її позначають 

. З правила добутку випливає, що








Розміщення з повтореннями використовують у схемі випадкового вибору з поверненням. Вона аналогічна до розглянутої раніше схеми випадкового вибору без повернення, тільки тут після реєстрації виробу його не передають на склад, а залишають на цьому ж місці. Отже, один і той же виріб може бути вибраний знову під час наступної вибірки. Якщо в нас є п виробів, то після k вибірок отримаємо рядок номерів виробів довжини k з повтореннями. Кількість можливих таких рядків у цьому випадку буде nk [7], тобто дорівнюватиме кількості розміщень з повтореннями п 

.


До схеми випадкового вибору з поверненням можна звести велику кількість дослідів. Наприклад, кидання монети можна зобразити як випадковий вибір одного елемента з множини Х={герб, цифра}. Замість дворазового кидання грального кубика можна розглядати випадковий вибір з поверненням двох елементів з множини (={1,2,3,4,5,6}. З’ясування днів народжень k випадкових перехожих можна замінити випадковим вибором з поверненням k елементів з множини (={1,2,3,…,365} і т.д.

Вправи


1. З міста А в місто В веде s доріг, а з міста В в місто С - t доріг. Якою кількістю різних доріг можна здійснити подорож з міста А в місто С через місто В?


2. Скількома способами можна утворити комісію в складі трьох осіб, якщо їх вибирати з чотирьох подружніх пар? У цьому випадку:



а) комісія може складатися з будь-яких трьох із восьми              осіб;



б) у комісії не може бути членів однієї сім’ї.

3. Скільки різних слів можна скласти, переставляючи місцями букви слова “економіка”.

4.  Класичне визначення ймовірності 


1. Нехай зі 100 однакових за зовнішнім виглядом деталей, серед яких 97 стандартних, а інші браковані, беруть навмання одну деталь. Очевидно, що події А та В, які полягають відповідно у тому, що деталь виявиться стандартною і бракованою, не рівноможливі. Подія А більш можлива, більш імовірна, ніж В.


Під імовірністю події розуміють число, яке є характеристикою ступеня можливості настання цієї події. Ймовірність події А позначатимемо Р(А) (від лат. ðrobabilitas - “імовірність”).


Події називають рівноможливими, якщо жодна з них не є більш можливою, ніж інша. Наприклад, поява герба чи цифри на верхній поверхні під час кидання монети є рівноможливі події.


Нехай множина результатів випробування складається з п рівноможливих елементарних подій, тобто ( = {(1, (2, …, (п}. Нехай події А сприяють k елементарних подій. Не втрачаючи загальності, можна припустити, що події А відповідає множина А = {(1, (2, …, (k}. Ймовірністю події А називають відношення кількості елементарних подій, які сприяють події А, до загальної кількості всіх рівноможливих несумісних елементарних наслідків випробування, що утворюють повну групу. Тобто 

                                       

.                                          (8)

Це визначення ймовірності називають класичним. 

Отже, для розглянутого на початку цього параграфа прикладу ймовірність того, що вибрана деталь виявиться стандартною,








,

оскільки поява будь-якої із 97 стандартних деталей буде означати виконання події А, чи поіншому, події А сприятиме 97 із загальної кількості 100 варіантів. 

2.  З визначення ймовірності випливають такі її властивості.

Властивість 1. Ймовірність випадкової події А є невід’ємним числом, яке не більше одиниці, тобто





0 ( Р(А) ( 1. 
Справді, число т випадків, які сприяють будь-якій події, не може бути від’ємним і більшим, ніж їхня загальна кількість п, тобто 0 ( т ( п. Поділимо цю нерівність почленно на п, отримаємо            0 ( т/п ( 1, або, враховуючи рівність (8), 0 ( Р(А) ( 1.

Властивість 2. Ймовірність вірогідної події дорівнює одиниці, тобто Р(() = 1.

Справді, якщо подія ( вірогідна, то кожний можливий наслідок випробування сприяє цій події. В цьому випадку т=п, тобто

Р(()=т/п=п/п=1.

Властивість 3. Якщо дві події А і В є несумісними, тобто         А ( В =(, то ймовірність об’єднаної події С = А ( В дорівнює сумі ймовірностей цих двох подій, тобто



Р(А ( В) = Р(А) + Р(В).

Д о в е д е н н я. Нехай несумісні події А та В містять відповідно m та k елементарних подій, тобто А = {(і1, (і2, …, (іт} і  В = {(j1, (j2, …, (jk}. Тоді за формулою (8) імовірності цих подій будуть Р(А) = т/п, Р(D) = k/n. Подія С = А ( В = {(і1, …, (іт, (j1, …, (jk} містить m + k елементарних подій, оскільки за умовою теореми серед елементарних подій {(і1, …, (іт} немає жодної, яка б входила в набір {(j1, …, (jk}, тому, згідно з формулою (8) її ймовірність





.

П р и к л а д 1. У телефонному номері абонент забув дві останні цифри і набрав їх навмання, пам’ятаючи тільки, що ці цифри непарні і різні. Визначити ймовірність того, що номер набрано правильно.

Розв’язування. Позначимо через В таку подію: телефонний номер набрано правильно. З непарних цифр 1, 3, 5, 7, 9 всього можна утворити стільки пар, скільки може бути утворено розміщень з п’яти елементів по два, тобто 

 (ці пари відрізняються одна від одної або хоча б однією цифрою, або порядком цих цифр). Отже, загальна кількість можливих елементарних подій дорівнює 20. Ці події несумісні, рівноможливі й утворюють повну групу. Сприяє події В лише один можливий наслідок випробування. Шукана ймовірність дорівнює відношенню кількості можливих наслідків випробування:




Р(А) = 1/20 = 0,05.

П р и к л а д 2. В партії з десяти деталей сім стандартних. Визначити ймовірність того, що серед шести взятих навмання деталей чотири стандартні.

Розв’язування. Загальна кількість можливих наслідків випробування дорівнює кількості способів, якими можна взяти шість деталей із десяти, тобто кількості комбінацій з десяти елементів по шість елементів 

.

Визначимо кількість можливих наслідків, які сприяють події А (серед шести взятих навмання деталей чотири стандартні). Чотири стандартні деталі можна взяти із семи стандартних деталей 

 способами. У цьому разі останні 6-4=2 деталі повинні бути нестандартними. Взяти ж дві нестандартні деталі із 10-7=3 нестандартних деталей можна 

 способами. Отже, кількість сприятливих наслідків випробування за основним принципом комбінаторики дорівнює 

.

Шукана ймовірність дорівнює відношенню наслідків випробування, які сприяють події А, до кількості всіх можливих елементарних подій:




Р(А) = (

 =1/2.

Вправи

1.  Потрібно проконтролювати 500 деталей, з яких десять нестандартні. Яка ймовірність того, що навмання взята для контролю деталь виявиться: а) нестандартною; б) стандартною?
2.  З 60 питань, що є в екзаменаційних білетах, студент підготував 50. Яка ймовірність того, що вибраний навмання студентом білет, який містить два питання, буде складатися з підготовлених ним питань?
3.  Підкидають два гральних кубики. Яка ймовірність того, що:
1)  на обох кубиках випаде різна кількість очок;

2)  сума очок, які випали на обох кубиках, дорівнює 10?
5.  Статистична ймовірність 


Класичне визначення ймовірності передбачає, що кількість можливих наслідків випробування скінченна. Однак на практиці досить часто трапляються випробування, кількість елементарних подій яких нескінченна. В таких випадках застосувати класичне визначення неможливо. Це свідчить про обмеженість класичного визначення ймовірності. Крім того, дуже часто неможливо зобразити результат випробування у вигляді сукупності елементарних подій. Ще важче обгрунтувати рівноможливість елементарних подій. Переважно про рівноможливість елементарних наслідків випробування роблять висновки із міркувань симетрії (припускають, що, наприклад, монета чи гральний кубик виготовлені з однорідного матеріалу, мають форму відповідно до кола і правильного багатогранника тощо). Проте задачі, в яких можна виходити з міркувань симетрії, на практиці трапляються зрідка. Наприклад, з міркувань симетрії не можна визначити ймовірність виробництва нестандартної деталі чи ймовірність того, що чоловік носить взуття деякого заданого розміру тощо. З цієї причини поряд з класичним визначенням ймовірності використовують інші способи, зокрема, визначають невідому ймовірність випадкової події за допомогою її наближеної оцінки.


Припустимо, що ми провели п незалежних випробувань, і подія А в цих випробуваннях з’явилася т разів. Відношення т/п називають відносною частотою події А в заданій серії випробувань. З визначення ймовірності і відносної частоти випливає таке: визначення ймовірності не потребує, щоб випробування проводили насправді, визначення ж відносної частоти передбачає, щоб випробування були виконані насправді. Іншими словами, ймовірність обчислюють до досліду, а відносну частоту - після досліду. 


Якщо відносна частота події А в різних дослідах змінюється мало (тим менше, чим більше виконано дослідів), коливаючись навколо деякого сталого числа, то цю подію називають статистично стійкою. За наближене значення ймовірності статистично стійкої події А приймають її відносну частоту, тобто





Р(А) = т/п.                                              (9) 

Це визначення називають статистичним визначенням ймовірності.

Імовірність події А, визначена формулою (9), задовольняє властивості 1-3.


Відносна частота довільної події, імовірність якої можна обчислити, користуючись її класичним визначенням, коливається біля цієї ймовірності. Тому статистичне визначення ймовірності є узагальненням класичного.


П р и к л а д 1. За даними статистики відносну частоту народження дівчаток в області за кожен місяць року від січня до грудня характеризують такі числа: 0,486; 0,489; 0,490; 0,471; 0,478; 0,482; 0,472; 0,484; 0,485; 0,491; 0,482; 0,473.


Відносна частота коливається біля числа 0,482, яке можна прийняти за наближене значення ймовірності народження дівчаток.  

Вправи


1. Під час контролю якості продукції зі 100 випадково відібраних виробів виявилось три нестандартні. Яка ймовірність появи нестандартного виробу в цій партії?

2.  Протягом деякого періоду часу відносна частота дощових днів дорівнювала 0,15. Скільки було дощових днів, якщо 34 дні було без опадів?

6.  Геометрична ймовірність


Щоб усунути недоліки класичного визначення ймовірності, описані вище (такі ситуації виникають, наприклад, у разі неперервної множини елементарних подій (), вводять геометричну ймовірність - ймовірність трапляння точки в область (відрізок, частину площини тощо). 

1.  Розглянемо випробування, яке полягає у киданні навмання точки на відрізок [0, L]. Припустимо, що всі уявні положення точки “однаково можливі”. Простір елементарних подій для такого випробування - відрізок ( = [0, L]. Аналогом рівноможливості елементарних подій у цьому випадку є рівномірна густина розподілу точок (елементарних подій) на заданому відрізку [0, L]. Однак тут уже не можна побудувати ймовірнісну модель випробування, приписавши ймовірності лише його окремим можливим наслідкам, як це було у випадку експериментів зі скінченною кількістю елементарних подій. Якщо за аналогією з дискретним випадком задавати для кожного ( ймовірності Р((), то, оскільки всі ( “однаково можливі”, отримаємо Р(() =0 для кожного (. Виявляється, вихід із такої ситуації можна відшукати в тому, щоб приписувати ймовірності лише деяким множинам елементарних подій, причому ймовірності потрібно задавати погоджено. Наприклад, природно вважати, що ймовірності потраплянь в інтервали [0, L/2] і [L/2, L] повинні бути однаковими (і, отже, кожна з них дорівнює 1/2); ймовірність потрапляння у відрізок [0, L/2] повинна бути більшою, ніж імовірність потрапляння у відрізок [0, L/3] і т.д


Крім того, якщо множинам А і В приписано ймовірності, то бажано, щоб множинам АВ, А+В, 

, 

 також були приписані ймовірності.


Нехай відрізок [a, b] є частиною відрізка [0, L], тобто              [a, b] ( [0, L]. На відрізок [0, L] навмання поставлено точку. Це означає виконання таких припущень: поставлена точка може опинитися у довільній точці відрізка [0, L]. Ймовірність потрапляння точки на відрізок [a, b] пропорційна до довжини цього відрізка і не залежить від його розміщення щодо відрізка [0, L]. За цими припущеннями ймовірністю події А, яка полягає у потраплянні точки на відрізок [a, b] називають відношення довжини відрізка [a, b] до довжини відрізка [0, L], тобто





Р(А) = 

.

2. Проаналізуємо тепер загальний випадок. Розглянемо випробування, простір рівноможливих елементарних подій якого є областю ( в п-вимірному координатному просторі (приклад такого випробування: точку кидають навмання в оласть (). Припустимо, що область ( має міру т (() (у випадку п=2 - площу, у тривимірному випадку - об’єм і т.д.). Елементарні події, з яких складається подія А, утворюють деяку область А, причому А ( (. Тоді ймовірністю події А називають відношення міри області сприятливих подій А до міри області всіх можливих наслідків експерименту (, тобто





Р(А) = 

.


Це визначення є геометричним визначенням ймовірності.


Припущення про рівноможливість наслідків випробування означає, що ймовірність потрапляння в область А залежить лише від міри т(А) і не залежить від структури множини А. Іншими словами, якщо в області ( взяти будь-які дві області однакової міри, то ймовірності потрапляння в такі підмножини однакові.


Означена так ймовірність події А задовольняє всі розглянуті властивості ймовірностей.


П р и к л а д. На площині накреслені два концентричні кола, радіуси яких 3 і 5 см відповідно. Визначити ймовірність того, що точка, кинута навмання у великий круг, потрапить у кільце, утворене побудованими колами. Припускають, що ймовірність потрапляння точки в плоску фігуру пропорційна до площі цієї фігури і не залежить від її розміщення щодо великого круга.

Розв’язування. Площа великого круга (фігури () S( =((52=25(. Площа кільця (фігури А) SA = ((52-32)=16(.

Шукана ймовірність Р(А) = 16(/(25() = 0,64.

Вправи


1. Навмання вибирають число, яке міститься між нулем і одиницею. Визначити ймовірність того, що це число буде не менше від 0,2 і не більше від 0,7.


2. (Задача про зустріч). Дві особи домовилися зустрітися між 18 і 19-ю годиною. Яка ймовірність того, що жодний з них не чекатиме іншого більше, ніж t хвилин (t(60), якщо прихід як одного, так і іншого рівноможливий у будь-який момент протягом зазначеної години.

3.  Яка ймовірність того, що сума квадратів двох чисел x та y буде не більше одиниці. Причому числа x та y такі, що (x((1 і (y((1.

7.  Аксіоматична побудова теорії ймовірностей


Класичне, статистичне і геометричне визначення ймовірності, які ми розглянули, використовуть під час моделювання окремих типів випадкових випробувань. З розвитком теорії ймовірності як науки перед вченими постало завдання розробити таку математичну модель цієї теорії, у якій були б відображені всі можливі випадкові експерименти. Адже такі сформовані математичні науки, як геометрія, теорія множин, теоретична механіка та інші, побудовані аксіоматично. Фундамент кожної з них - це низка аксіом, які є узагальненням багатовікового досвіду людини, а подальшу науку формують на підставі чітких логічних доведень без звертання до наочних зображень.


Саме такі вимоги до побудови теорії ймовірностей були на початку ХХ ст., коли внаслідок розширення області застосування цієї теорії виникла потреба систематично вивчати основні визначення теорії ймовірностей і з’ясовувати умови використання висновків і результатів.

1. Розлянемо аксіоматичну побудову теорії ймовірностей. У системі аксіом Колмогорова неозначеними поняттями є елементарна подія і ймовірність. Нехай ( - простір елементарних подій деякого стохастичного випробування. Припустимо, що F - деяка система підмножин множини (. Систему F називають ( - алгеброю, якщо виконуються такі умови:


А1) ( ( F;


А2) якщо А ( F, то 

 = (\А ( F;


А3) з того, що Аі ( F, І = 1, 2, … випливає, що 

Аі ( F.

Множини з F у цьому випадку називають випадковими подіями.

З умов А1, А2, А3, які визначають (-алгебру, випливає таке: якщо Аі ( F, і = 1, 2, …, то 

Аі ( F. Отже, з множинами, що входять в F, можна виконувати будь-які операції: об’єднання, переріз, відшукання доповнення, і кожного разу будемо отримувати множини з тієї ж F. Для наочності зіставимо цю властивість із властивістю дійсних чисел: виконуючи з ними дії додавання, множення тощо, завжди отримуємо в результаті дійсні числа.


Припустимо, що кожній випадковій події А (множині з F) поставлено у відповідність число Р(А) (ймовірність випадкової події А), яке має такі властивості:


Р1) Р(А) ( 0 для кожного А є F;


Р2) Р(() = 1;


Р3) якщо {Ai} (i = 1, 2, …) - послідовність попарно несумісних подій, тобто Ai  

Aj = ((i ( j), то




Р(

Аі) = 

Р(Аі).


Твердження А1, А2, А3, Р1, Р2, Р3 і утворюють систему аксіом теорії ймовірностей. Зауважимо, що аксіоми Р1 і Р3 означають, що функція Р(А) множини А, визначена на F, є мірою, яка задовольняє додаткову умову Р(() = 1. Таку міру називають ймовірнісною мірою. Трійку ((, F, Р), де F є (-алгеброю підмножин з (, а Р(() - ймовірнісна міра на F, називають ймовірнісним простором. Кажуть, що побудована ймовірнісна модель експерименту, якщо побудовано ймовірнісний простір ((, F, Р), тобто вказано простір елементарних подій (, (-алгебра F випадкових подій і визначена ймовірнісна міра Р(() на F.


П р и к л а д 1. Розглянемо стохастичний експеримент зі скінченною кількістю однаково можливих елементарних подій         ( = {(1, (2, …, (п}. Як F візьмемо (-алгебру всіх підмножин із (. Приймемо Р(А) = т/п, де т - кількість елементарних подій, які входять в А. Тоді всі твердження А1, А2, А3, Р1, Р2, Р3 виконані. Отже, ((, F, Р) - ймовірнісна модель розглянутого випробування.


Цей приклад свідчить, що запропонована система аксіом несуперечлива, оскільки є реальні об’єкти, які задовольяють її. Крім того, потрібно сказати, що описана система аксіом є неповною. Це випливає хоча б з того, що для одного і того ж простору елементарних подій (  імовірності на множині F можна вибирати різними способами. Наприклад, якщо взяти випробування, яке полягає у підкиданні грального кубика і визначенні ймовірності кількості очок, які випадуть на його верхній грані, то простір елементарних подій буде складатися з шести елементів ( = {(1, (2, (3, (4, (5, (6}. У випадку однорідності й симетричності кубика всі ці елементарні події рівноможливі і їхні ймовірності однакові          Р((і) = 1/6 (1( і ( 6). Коли кубик неоднорідний чи несиметричний, то ймовірності всіх цих елементарних подій не будуть однаковими. Тому неповнота системи розглянутих аксіом не є свідченням їхнього невдалого вибору, а є необхідністю.


2. Властивості ймовірності. Використовуючи аксіоми А1, А2, А3, Р1, Р2, Р3, визначимо низку важливих властивостей імовірності.


Теорема 1. Ймовірність події, протилежної до події А,




Р

=1-Р(А).                                            (10)


Справді, оскільки А 



 = (, А 

 = (, то за аксіомою Р3





Р(А) + Р

= Р(().

Тому Р

 = 1 - Р(А). Теорему доведено.


Наслідок 1. Ймовірність неможливої події





Р(() = 0.


Справді, формула (10) справджується для кожної випадкової події А із F і, зокрема, для А=(. Тоді





Р(() = Р(

) = 1 - Р(() = 0,

оскільки з Р2 маємо Р(() = 1.


Теорема 2. Нехай А і В - випадкові події, такі, що А ( В. Тоді





Р(В\А) = Р(В) - Р(А).                                (11)


Д о в е д е н н я. Оскільки А ( В, то





В = А 

(В\А),

причому А 

(В\А) = (. Тому за аксіомою Р3





Р(В) = Р(А) + Р(В\А),

а звідси випливає рівність (11).


Наслідок 2. Якщо А ( В, то





Р(А) ( Р(В).


Справді, за аксіомою Р1 маємо Р(В\А) ( 0. Тоді з рівності (11) отримуємо Р(В) ( Р(А).


Наслідок 3. Для кожної випадкової події А





Р(А) ( 1.


Справді, для кожної випадкової події А А ( (. Тому





Р(А)( Р(() = 1.


Теорема 3. Нехай А і В випадкові події. Тоді




Р(А(В) = Р(А) + Р(В) - Р(А(В).                  (12)


Цю теорему часом називають теоремою додавання. Для її доведення зазначимо, що множину А(В можна зобразити у вигляді об’єднання трьох множин, які попарно не перерізаються:





А(В = (А\А(В) ( (В\А(В) ( (А(В).


Тому за аксіомою Р3 і теоремою 2





Р(А(В) = Р(А\А(В) + Р(В\А(В) + Р(А(В) =





= Р(А) - Р(А(В) + Р(В) - Р(А(В) + Р(А(В) =





= Р(А) + Р(В) - Р(А(В).


Із (12) легко вивести формулу додавання для трьох подій:

     Р(А1(А2(А3) = Р(А1) + Р(А2) + Р(А3) - Р(А1(А2) -

     - Р(А1(А3) - Р(А2(А3) + Р(А1(А2(А3).            (13)


Узагальнення формул [12] і [13] для довільного числа подій дає така теорема.


Теорема 4. Нехай А1, А2, …, Ап - випадкові події. Тоді

Р(

Аі) = 

Р(Аі) -



                +

     (14)


Довести цю теорему можна, наприклад, методом математичної індукції [2].


П р и к л а д 2. На полиці навмання розставляють десять томів енциклопедії. Визначити ймовірність події А, яка полягає у тому, що при цьому 1-й, 2-й і 3-й томи не виявляться поставленими поряд у порядку зростання номерів.


Розв’язування. Очевидно, що всіх можливих варіантів, якими можна розставити десять книжок на полиці, є Р10=10!, тобто є 10! можливих випадків, причому всі ці випадки треба вважати рівноможливими.


Щоб визначити ймовірність події А, зручно в цьому випадку перейти до протилежної події 

, яка полягає в тому, що 1-й, 2-й і  3-й томи виявляться поставленими поряд у порядку зростання номерів, а потім для обчислення ймовірності Р(А) скористатися теоремою 1, тобто Р(А)=1-Р(

).


Для того, щоб полічити кількість варіантів, про які йдеться, міркуватимемо так. Загорнимо ці три томи, поставлені в порядку 1, 2, 3, у папір і вважатимемо їх одним томом. Вісім наявних “томів” можна розставити, очевидно, 8! способами. Тому,








(Якби порядок згаданих трьох томів був несуттєвим, то кількість випадків, у яких три перші томи виявилися б поставленими поряд, збільшилось би в 3! рази, тобто дорівнювало б 8! (3!). Отже, маємо








Вправи


1. Користуючись теоремою 1, визначити ймовірність події А, яка полягає в тому, що вибраний навмання з десяти цифр 0, 1, 2, …, 9 чотиризначний номер буде містити принаймні одну з трьох заданих цифр.

2. Підкидають симетричний однорідний гральний кубик. Користуючись теоремою 3, обчислити ймовірність того, що на верхній грані кубика випаде або парне число, або число, більше чотирьох.
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