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Лабораторна робота №1

Тема: Моделювання рівномірно розподілених псевдовипадкових змінних
Методичні вказівки до виконання лабораторної роботи:
При побудові та використанні імітаційних моделей основною проблемою є можливість отримання випадкової послідовності чисел, рівномірно розподілених на відрізку [0, 1]. На основі рівномірно розподілених випадкових змінних можна згенерувати випадкові величини або випадкові змінні, які мають довільний розподіл.

Для випадкової змінної, що має рівномірний розподіл характерна властивість: ймовірність того, що значення цієї випадкової змінної попадають на деякий інтервал [α, β], дорівнює довжині цього інтервалу:

р(α ≤ ξ ≤ β) = β – α.

Враховуючи те, що випадкова змінна ξ має рівномірний закон розподілу, на проміжку [0,1], то випадкова змінна 1 – ξ також має рівномірний розподіл. Доведемо це твердження.

р(α ≤ ξ ≤ β) = р(-α ≥ -ξ ≥ -β) = р(1 - α ≥ 1 - ξ ≥ 1 - β)  =

= (1 - α) – (1 - β) = β – α.

Фізичний пристрій або програма на ЕОМ обчислення рівномірної випадкової послідовності чисел, розподілених на відрізку [0, 1] називається генератором (датчиком) випадкових чисел.

Існують три способи дістати рівномірну випадкову послідовність чисел (РВП), розподілених на відрізку [0, 1]:

· фізичне генерування;
· табличний спосіб;
· програмний спосіб.
Фізичне генерування випадкових чисел використовувалося людством уже давно. До появи ЕОМ як генератори випадкових чисел використовувалися різні механічні пристрої — колесо рулетки, спеціальні гральні кості та пристрої, які перемішували фішки з номерами, що витягувалися вручну по одній. Деякі з таких засобів дають цілком задовільні результати в разі невеликої кількості фішок або чисел.

Реалізації випадкової змінної можна отримати за допомогою вивчення таких фізичних явищ, як радіоактивне випромінювання; власні шуми електронних ламп.
Перевагами методу фізичного генерування є швидкість здобування чисел надвисока (проміжок часу звернення ЕОМ до електронного пристрою дуже малий); не займає місця в оперативній пам'яті; запас чисел необмежений.
Недоліками методу фізичного генерування є не можна повторити спроби (немає змоги фізичний датчик зафіксувати на певному випадковому числі); потрібне періодичне коригування датчиків, оскільки їх фізичні властивості з часом змінюються; необхідно мати спеціальний пристрій до ЕОМ.
Табличний спосіб одержання РВП [0, 1] полягає у виборі деякої послідовності чисел заданої довжини із спеціально розроблених таблиць, починаючи із довільного елемента. Такі спеціальні таблиці випадкових чисел, наприклад нормально розподілених, розроблені за допомогою фізичних або програмних датчиків. У процесі машинної імітації використовуються здебільшого випадкові числа у загальноприйнятій десятковій системі числення. Тому для створення випадкового числа у вигляді десяткового дробу із заданою кількістю значущих цифр після коми достатньо з будь-якого місця таблиці вибрати підряд потрібну кількість випадкових цифр. 
Перевагами табличного методу є значення випадкової змінної можна отримувати з надвисокою швидкістю, якщо таблицю записано в оперативну пам'ять; можна повторювати спроби, що дуже важливо у випадку проведення особливо відповідальних експериментів або тестування адекватності розробленої імітаційної моделі; забезпечується одноразова перевірка якості випадкових чисел (при побудові таблиць). 
Недоліками табличного методу є таблиця займає багато місця в оперативній пам'яті; обмежений запас чисел; необхідна зовнішня пам'ять.
При програмному способі наступне значення ξі+1 випадкової змінної ξ отримують на основі попереднього значення за допомогою рекурентного співвідношення

ξі+1 = f(ξі).
Згенеровані таким чином випадкові змінні називають псевдовипадковими, оскільки між двома сусідніми значеннями випадкової змінної існує певна залежність. Функцію f(ξі) обирають достатньо складною, що включає логічні перетворення, аби згадана залежність практично не впливала на результат.

Перевагами програмного методу є місця в оперативній пам'яті займає мало (близько десяти машинних команд); можна повторити спроби; забезпечується одноразова перевірка якості випадкових чисел; не потрібні зовнішні пристрої. 

Недоліками програмного метод є відносно невелика швидкість утворення випадкових чисел; запас чисел обмежений.

Один з перших алгоритмів утворення випадкових чисел за допомогою рекурентного співвідношення — метод серединних квадратів, запропонований 1946 року фон Нейманом і Метрополісом. Суть цього методу полягає в тому, що задано початкове випадкове число. Після цього підносимо це число до квадрату і відкидаємо половину цифр зразу ж після коми і останні розряди. Суть його розкриємо спочатку на прикладі, а потім розглянемо загальний випадок.

Приклад.
ξ0 = 0,1693;                     
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ξ2 = 0,0302;                       
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ξ3 = 0,0912;                       
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ξ4 = 0,8317;       …

Таким чином, якщо початкове число задане у вигляді 4 знаків після коми, то необхідно відкинути дві цифри зразу ж після коми і дві останні цифри.

Загальний випадок.
Нехай ξі ‑  т-розрядне число (0 < ξі < 1), причому т - парне.
Запишемо число ξі у такому вигляді:

ξі = ε1∙10-1 + ε2∙10-2 +... + εт∙10-т,
де ε1, ε2, …, εт набувають значення 0, 1, 2, …, 9. 
Квадрат цього числа
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= δ1∙10-1 + δ2∙10-2 +... + δ2т∙10-2т.
Виокремимо середні розряди цього числа і покладемо

ξі+1 = f(ξі) = 
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На практиці доведено, що значення випадкової змінної, обчислені за допомогою методу серединних квадратів, мають розподіл, близький до рівномірного на проміжку [0, 1]. 
Очевидний недолік методу серединних квадратів полягає втому, що у випадку отримання нульового значення випадкової змінної, то усі наступні значення випадкової змінної будуть нулями, а також можливе циклічне повторення певної послідовності значень випадкової змінної. Недоліки методу серединних квадратів обмежують його практичне застосування, хоча раніше до цього методу вдавалися завдяки його простоті.

Загальної теорії побудови псевдовипадкових чисел досі не створено. Вигляд функції f(ξі) встановлюють емпірично. Ця функція містить різні арифметичні та логічні операції. Якість утворюваних чисел перевіряється з допомогою спеціальних тестів.

На даний час майже всі стандартні програмні засоби обчислення послідовності рівномірно розподілених випадкових чисел побудовані на конгруентних методах, які перший з яких був запропонованим в 1948 році Д. Х. Лемером. Найвідомішими є такі конгруентні методи: мультиплікативний, мішаний і адитивний. 

Мультиплікативний конгруентний метод (метод лишків)
Значення випадкової змінної ξі+1 має рівномірний розподіл на проміжку [0, 1] дістаємо перетворенням цілих чисел хі+1 за допомогою формули:
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Числа хі+1 визначають за допомогою рекурентного співвідношення
хі+1 = (a хi) mod m,                                                   (1)
де   а ‑ задане невід'ємне ціле число;
т ‑ задане невід'ємне ціле число (період), при чому т – достатньо велике;

mod – функція, яка повертає остачу від ділення двох чисел.

Згідно з (1) для знаходження наступного випадкового числа хі+1 достатньо виконати такі дії:

1) взяти останнє випадкове число хі;
2) помножити його на коефіцієнт а;
3) отриманий добуток поділити на період т;
4)остачу від ділення вважати шуканим випадковим числом хі+1 (це буде одне з цілих чисел 0, 1, 2, 3,..., т - 1).
Для генерування послідовності випадкових чисел zі потрібно мати початкове число z0, множник а і період т. Рекомендовані значення цих початкових параметрів для 64-розрядної операційної системи дорівнюють 
:

 т = 263 = 9 223 372 036 854 775 808; 

β = 232 + 3 = 4 294 967 299;

z0 = β = 4 294 967 299.

Період Т дорівнює 
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2 305 843 009 213 693 952.

Для 32-розрядної системи рекомендовані значення параметрів дорівнюють:

т = 231 = 2 147 483 648; 

β = 216 + 3 = 65 539;

z0 = β = 65 539.

Період Т дорівнює 
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Очевидно, що будь-який генератор псевдовипадкових чисел може дати лише скінчену множину цілих випадкових чисел; після чого послідовність повторюватиметься. Довжина послідовності залежить від розрядності ЕОМ та обраного значення періоду т, а статистичні властивості — від вибору початкового числа х0 та множника а. Отже, обирати а, х0 та т потрібно так, щоб забезпечити максимальний період і мінімальну кореляцію (автокореляцію).

Мішаний конгруентний метод
Обчислення значення випадкової змінної за допомогою мішаних конгруентних методів ґрунтується на залежності:

хі+1 = (a хi + с) mod m,                                                   (2)
де с — деяка константа.
Адитивний конгруентний метод
В основу цього методу покладено рекурентне співвідношення

хі+1 = (хi + хi-1) mod m,                                                   (3)
Існують також інші складніші адитивні методи. 
Необхідно зауважити, що значення випадкової змінної, отримані за допомогою генераторів випадкових чисел, лежать в проміжку [0, 1]. На практиці досить часто необхідно, щоб значення випадкової змінної, яка б мала рівномірний розподіл на проміжку [a, b]. 

Нехай ξ – випадкова змінна, рівномірно розподілена на проміжку [0, 1],

α - випадкова змінна, рівномірно розподілена на проміжку [a, b]. 

Для переходу від випадкової змінної ξ до змінної α застосуємо оператор лінійного перетворення, тобто

α = r∙ξ + q.

Враховуючи значення змінних ξ та α у кінцях проміжків отримуємо:

якщо ξ = 0, то α = r∙0 + q = a;

якщо ξ = 1, то α = r∙1 + q = b.
Звідси знайдемо,що q = a, r = b – a.

Таким чином, оператор переходу від випадкової змінної ξ до змінної α має вигляд

α = (b – a)∙ξ + a.

Тестування отриманої випадкової послідовності на рівномірність

Слід звернути особливу увагу на те, що на практиці застосовувати псевдовипадкові числа, які обчислені за допомогою програмних генераторів, можна лише тоді, коли статистичні характеристики їх збігаються з властивостями чисел, породжених деяким ідеальним генератором, що обирає значення на відрізку [0, 1] рівномірно і незалежно одне від одного. Тому успішне застосування методу Монте-Карло можливе лише тоді, коли створювані генератором числа будуть випадковими, рівномірно розподіленими на відрізку [0, 1] і незалежними. Зрозуміло, що за своїми конструктивними особливостями програмні датчики не можуть відтворювати випадкові числа, які повністю задовольняють перелічені вимоги. Проте для практичних цілей буває достатньо, щоб отримана послідовність приблизно відповідала вимогам ідеального генератора. Таке припущення перевіряється з допомогою спеціальних статистичних тестів. При цьому виконуються дві передумови.

1. Генератор псевдовипадкових чисел вважається придатним для використання, якщо він задовольняє певному набору статистичних тестів.
2. Якість випадкових чисел перевіряється лише один раз на попередньому етапі побудови імітаційної моделі.
Розглянемо кілька спеціальних тестів перевірки якості випадкових чисел. Особливість їх застосування полягає в тому, що отриману послідовність значень випадкової змінної можна використовувати лише в тому разі, коли він одночасно задовольняє всім обраним тестам (перевірка датчика припиняється, якщо він не відповідає черговому тесту). При цьому багато рішень щодо відповідності датчика тому чи іншому тесту експериментатор приймає на інтуїтивному рівні, спираючись на власний досвід таких досліджень.

Перевірка за моментами розподілу. 
Для ідеального генератора рівномірно розподілених випадкових чисел математичне сподівання їх дорівнює 
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[image: image12.wmf]12

1

.  
Нехай маємо послідовність чисел ξ1, ξ2, …, ξN, отриманих за допомогою певного програмного генератора на ЕОМ. Для цієї послідовності значень випадкової величини математичне сподівання обчислюють за формулою
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а дисперсія:
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Якщо генеровані випадкові числа близькі до РВП [0, 1], то при досить великих N

mξ ≈ 
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Перевірка на рівномірність за гістограмою.
 Розіб'ємо відрізок [0, 1] на п рівних частин. Кожне із значень випадкової змінної ξі потрапить на один з таких відрізків. Нехай т1 — кількість значень випадкової змінної, що попали на перший відрізок, т2 — на другий і т. д. При цьому

т1 + т2+...+ тп = N.
Обчислимо відносні частоти потрапляння випадкових чисел на кожний із відрізків 
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а далі для перевірки рівномірності псевдовипадкових чисел побудуємо гістограму (рисунок 1).
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Рис. 1. Гістограма послідовності значень випадкової змінної

Якщо випадкові числа рівномірні, то для достатньо великих N гістограма (стовпчикова діаграма) має наближатися до теоретичної прямої у = 
[image: image23.wmf]n
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. Число розбиттів п має бути не дуже малим, щоб можна було перевірити локальну рівномірність. Водночас і дуже велике п нас не задовольняє, оскільки потрібно буде багато випадкових чисел (N на два — три порядки більше за п). На практиці п беруть таким, що задовольняє нерівність 20 < п < 50.

Перевірка за посередніми ознаками. 
Створюємо два типи чисел:

х1 = ξ1;    х2 = ξ3;   х3 = ξ5;   …,    хk = ξ2k-1; 
y1 = ξ2;    y2 = ξ4;   y3 = ξ6;   …,    yk = ξ2k. 

Схему, за якою перевіряють якість випадкових чисел, користуючись посередніми ознаками, зображено на рис. 2. Геометрично умова 
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 означає, що точка (хі, yі) міститься всередині круга з одиничним радіусом. Згідно означення геометричної ймовірності, ймовірність попадання точки (хі, yі)  у чверть круга рівна 

[image: image25.wmf]7854

,

0

4

1

1

4

2

2

»

=

×

=

p

p

p

.


[image: image26]
Рис. 2. Схема до перевірки генератора за посередніми ознаками
Якщо 
[image: image27.wmf]1

2

2

<

+

i

i

y

x

, то до деякого лічильника додаємо одиницю, тобто q = q + 1. Після 
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 спроб (усього створено N випадкових чисел) у лічильнику q буде зафіксоване деяке число M (M < k).
Якщо q ≈ 
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p

,  то  досліджувана послідовність значень випадкової змінної є достатньо рівномірною.

Часто не обмежуються плоским випадком, виконуючи первірку у тривимірному просторі. Для цього створюють трійки чисел:

х1 = ξ1;    х2 = ξ4;   х3 = ξ7;   …,    хk = ξ3k-2; 

y1 = ξ2;    y2 = ξ5;   y3 = ξ8;   …,    yk = ξ3k-1. 

z1 = ξ3;    z2 = ξ6;   z3 = ξ9;   …,    zk = ξ3k. 

Нехай q — число спроб, для яких виконується умова
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(умова попадання точки в одну восьму частину кулі одиничного радіуса). Очевидно, що при N → ∞ (N = 3k — число трійок)
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Якщо q ≈ 
[image: image32.wmf]6
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,  то  досліджувана послідовність значень випадкової змінної є достатньо рівномірною.

Перевірка на періодичність. 
Якщо серед множини програмно утворюваних значень випадкової величини ξ0, ξ1, ξ2, …, ξl-1,  немає однакових, а ξl збігається з одним із створених раніше чисел, то l називається відрізком аперіодичності. 
Під час дослідження генератора випадкових чисел необхідно встановити довжину відрізка аперіодичності. Якщо число необхідних для експериментів випадкових чисел менше за довжину відрізка аперіодичності l, то датчик можна використовувати. У протилежному випадку довжину відрізка аперіодичності слід збільшити, застосувавши різні штучні прийоми, зокрема змінивши початкове число ξ0 або використавши інший генератор.

Перевірка на випадковість. 
Якщо випадкові числа ξk+1, ξk+2, …, ξk+l,  потрапляють на одну половину відрізка [0, 1] (тобто є більшими, або меншими за 0,5), а числа ξk і ξk+l+1 — на іншу, то ці l чисел утворюють серію завдовжки l.
Теоретично можна передбачити (залежно від кількості випадкових чисел N) максимальну довжину серії lтах та максимальну кількість серій Smax. Експериментально визначають найбільшу довжину серії lехр і максимальну кількість серій Sexp. Генератор випадкових чисел вважається непридатним, якщо виконуються умови 
lехр > lтах;

Sexp < Smax.
Перевірка генератора в «роботі». Досить надійним методом встановлення якості випадкових чисел є перевірка генератора РВП [0, 1] у «роботі». Згідно з цим методом складають імітаційну модель, результат роботи якої може бути передбачений теоретично. Порівнюючи експериментальний, здобутий за допомогою ЕОМ, і теоретичний результати, можна зробити висновки щодо придатності генератора випадкових чисел.

Лабораторна робота №2.
Тема: Моделювання випадкових змінних, які мають дискретний закон розподілу

Методичні вказівки до виконання лабораторної роботи:
Стандартний метод моделювання випадкових змінних

Дискретна випадкова змінна η приймає скінчену або злічену кількість значень хі з відомими ймовірностями рі настання цих значень. Переважно дискретну випадкову змінну задають у вигляді таблиці:

	η
	х1
	х2
	…
	хп

	р
	р1
	р2
	…
	рп


При цьому виконується рівність 
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. Геометрична інтерпретація дискретної випадкової змінної х (рис. *).

[image: image96.wmf]n

3

[image: image97.wmf]n

p

1

=


[image: image34]
Рисунок *. Схема розбиття відрізка [0, 1] на п частин. 

Генерування випадкової змінної η полягає у знаходженні певного її значення у конкретному експерименті таким чином, щоб при великій кількості спроб відносні частоти настання кожного її значення наближались до відомих ймовірностей рі.

Стандартний метод моделювання дискретної випадкової змінної ґрунтується на такому співвідношенні
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де рт = Р(η = хт), т= 1, 2, ... – ймовірність того, що випадкова змінна η приймає одне із своїх значень хт;  
α - випадкова змінна, рівномірно розподілена на проміжку [0,1].

Щоб довести справедливість цього співвідношення використаємо формулу (2.*):
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Алгоритм стандартного методу генерування значення хт дискретної випадкової змінної η (рис. **):

1. Розбиваємо відрізок [0, 1] на п частин довжиною р1, р2, …, рп. 

2. Визначаємо точки поділу відрізка l0 = 0, l1 = p1, l2 = p1 + p2, …, 
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3. Генеруємо значення випадкової змінної α, рівномірно розподіленої на проміжку [0, 1].

4. Перевіряємо, чи α < l1.

Якщо умова виконується, то випадкова змінна η приймає х1. 

Якщо умова не виконується, то переходимо на наступний пункт.

5. Перевіряємо, чи α < l2.

Якщо умова виконується, то випадкова змінна η приймає х2. 

Якщо умова не виконується, то переходимо на наступний пункт.

…

6. Перевіряємо, чи α < lп-1.

Якщо умова виконується, то випадкова змінна η приймає хп-1. 

Якщо умова не виконується, то випадкова змінна η приймає хп.


[image: image38]
Рисунок **. Схема алгоритму стандартного методу.

Моделювання біноміально розподілених випадкових змінних

Нехай в кожній із п спроб (експериментів, випробовувань) може відбутися подія А з ймовірністю р або відбутися подія 
[image: image39.wmf]A

 з ймовірністю q = 1 ‑ p. При чому настання події А в кожній спробі не залежить від настання цієї події в попередніх спробах і не впливає на її настання в наступних спробах. Таку найпростішу схему незалежних випробовувань називають схемою Бернуллі
. 

Біноміальним (ще деколи називають біномний
) розподілом називають розподіл ймовірностей появи т подій в п незалежних спробах у схемі Бернуллі.

Ймовірність можливого числа появи подій у схемі Бернуллі обчислюють за формулою
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де 
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Математичне сподівання біноміально розподіленої випадкової змінної η дорівнює 

Е(η) = п ∙ р.

Дисперсія біноміально розподіленої випадкової змінної η дорівнює
D(η) = п ∙ р ∙ q.

Якщо обчислити усі ймовірності рт при заданих значеннях п і р, то біноміально розподілену випадкову змінну можна представити у табличному вигляді і для моделювання її значення використати стандартний метод генерування дискретних випадкових змінних. 

	η
	0
	1
	2
	…
	п

	р
	p0
	р1
	р2
	…
	рп


На практиці часто використовують спеціальний метод генерування значення біноміально розподіленої випадкової змінної, за основу якого взято співвідношення:
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Алгоритм спеціального методу генерування біноміально розподіленої випадкової змінної η (схема алгоритму на рис. *):

1. k := 0.
2. В циклі п разів виконуємо дії:

2.1. Генеруємо значення випадкової змінної α, рівномірно розподіленої на проміжку [0, 1].

2.2. Якщо виконується умова α < р, то k := k + 1.

3. За значення біноміально розподіленої випадкової змінної η приймаємо η = k. 


[image: image43]
Рисунок *. Схема алгоритму спеціального методу моделювання біноміально розподіленої випадкової змінної 

Генерування випадкових змінних розподілених за законом Пуассона

Розподіл Пуассона є частковим випадком біноміального закону розподілу при великій кількості експериментів п і малому значенні ймовірності р настання події А в одній спробі.

Гранична теорема Пуасссона. Нехай у схемі Бернуллі ймовірність настання події у кожній спробі дорівнює р і п ∙ р = λ, тоді ймовірність появи т подій в п незалежних спробах дорівнює
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Формулу (*) доцільно використовувати у випадку, коли λ ≤ 20.

Математичне сподівання випадкової змінної η, розподіленої за законом Пуассона, дорівнює
Е(η) = λ.

Дисперсія випадкової змінної η, розподіленої за законом Пуассона, дорівнює
D(η) = λ2 + λ.

Випадкову змінну η, розподілену за законом Пуассона, можна змоделювати за допомогою співвідношення 
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Алгоритм моделювання випадкової змінної η, розподіленої за законом Пуассона (на основі формули *):

1. Генеруємо значення випадкової змінної α0, рівномірно розподіленої на проміжку [0, 1].

2. Перевіряємо, чи α0 < е-λ.

Якшо умова виконується, то випадкова змінна η приймає значення η = 0. 

Якщо умова не виконується, то переходимо на наступний пункт.

3. Генеруємо значення випадкової змінної α1, рівномірно розподіленої на проміжку [0, 1].

4. Перевіряємо, чи α0∙α1 < е-λ.

Якщо умова виконується, то випадкова змінна η приймає значення η = 1. 

Якщо умова не виконується, то переходимо на наступний пункт.

5. Генеруємо значення випадкової змінної α2, рівномірно розподіленої на проміжку [0, 1].

6. Перевіряємо, чи α0∙α1∙α2 < е-λ.

Якщо умова виконується, то випадкова змінна η приймає значення η = 2. 

Якщо умова не виконується, то переходимо на наступний пункт.

і т.д.


[image: image47]
Рисунок *. Схема алгоритму моделювання випадкової змінної, розподіленої за законом Пуассона (на основі формули **)

Моделювання геометричного закону розподілу

Випадкова змінна η, розподілена за геометричним законом розподілу, якщо вона приймає значення x = 0, 1, 2, ... з ймовірностями 
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, 0 < p < 1.
Згенерувати випадкову змінну η, розподілену за геометричним законом розподілу, можна за допомогою співвідношення 
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де α - випадкова змінна, рівномірно розподілена на проміжку [0,1];

[x] – функція, яка бере цілу частину від заданого числа х.

Доведення.
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Моделювання дискретних рівномірно розподілених випадкових змінних

Дискретна рівномірно розподілена випадкова змінна η приймає значення хі = 1, 2, …, п з ймовірностями рі = 
[image: image51.wmf]n
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. Таку випадкову змінну можна задати у вигляді 
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Генерування дискретної рівномірно розподіленої випадкової змінної η здійснюють на основі співвідношення
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де α - випадкова змінна, рівномірно розподілена на проміжку [0,1];

[x] – функція, яка бере цілу частину від заданого числа х.
Зауважимо, що при α = 1, то приймаємо η = п.

Доведення.
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У випадку, коли дискретна рівномірно розподілена випадкова змінна η приймає значення х1, х2, …, хп, то за допомогою формули (*) знаходять номер т значення цієї випадкової змінної.
Рекурентний метод моделювання дискретних випадкових змінних 
Найважливішими дискретними змінними є цілочислові з розподілом ймовірностей рк = р(х = k), k = 0, 1, ... , і зв'язані простими рекурентними формулами

рк+1 = рк ∙ r(k),

де r(k) – деяка функція від значення індексу k. 

У такому випадку значення хk та рk у пам'ять комп'ютера можна не записувати, імітуючи їх за схемою, зображеною на рис. 3. Значення випадкової змінної η отримують як значення лічильника, що показує, з якого разу рівномірно розподілена випадкова змінна α попадає на заданий проміжок. 
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Рисунок 3. Схема імітації дискретних випадкових змінних рекурентним методом

Зауважимо, що в схемі імітації дискретної випадкової змінної η рекурентним методом (рис. 3) під величиною р0 розуміють ймовірність того, що випадкова змінна прийме значення рівне 0.

Для генерування значень дискретної випадкової змінної необхідно побудувати рекурентну функцію для кожного закону розподілу.

Для біноміального розподілу з параметрами п і р ймовірність того, що випадкова змінна η прийме значення k, дорівнює
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Тоді рекурентна функція має вигляд
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Величина р0, тобто ймовірність того, що випадкова змінна η прийме значення рівне 0, дорівнює
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Для розподілу Пуассона з параметром λ ймовірність того, що випадкова змінна η прийме значення k, дорівнює
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Тоді рекурентна функція має вигляд
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Значення р0 дорівнює
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Для геометричного розподілу з параметром р ймовірність того, що випадкова змінна η прийме значення k, дорівнює
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Тоді рекурентна функція r(k) має вигляд
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Значення р0 дорівнює

[image: image66.wmf](

)

(

)

p

p

p

p

p

=

-

=

=

=

0

0

1

0

h

.
Лабораторна робота №3

Тема: Моделювання випадкових змінних, які мають неперервний закон розподілу
Методичні вказівки до виконання лабораторної роботи:
Метод оберненої функції 
Нехай неперервна випадкова змінна задана законом розподілу 
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де   fη(t) – функція густини розподілу випадкової змінної η, 

Fη(x) – функція розподілу.

Доведено, що випадкова величина 
[image: image68.wmf](

)

ò

¥

-

=

x

dt

t

f

h

x

 розподілена рівномірно на інтервалі [0, 1]. Отже, шукане значення х можна визначити із рівняння
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де х - значення випадкової величини η  розподіленої згідно функції густини розподілу fη(t);
ξ - значення випадкової величини, рівномірно розподіленої на проміжку [0, 1].
Розв'язок цього рівняння можна записати у загальному вигляді

х = F-1(ξ).
Алгоритм отримання значення х випадкової величини η, заданої функцією розподілу Fη(x):
1. Моделюємо випадкову величину ξ, розподілену рівномірно на інтервалі [0,1];
2. Обчислюють значення х випадкової величини η за формулою 
х = F‑1(ξ).

Застосування методу оберненої функції можливе при виконанні таких умов:

1. Інтеграл 
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 можна взяти.

2. Рівняння 
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, отримане після інтегрування, можна розв’язати відносно х.
3. Робоча формула х = F‑1(ξ) не потребує значних витрат ресурсів для моделювання значення випадкової змінної.
Моделювання показникового розподілу методом оберненої функції
Показниковий розподіл характеризуется функцією густини розподілу 

fη(x) = λe-λx,      x > 0.

Скористаємось методом оберненої функції:
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Прологарифмуємо 

ln (1 ‑ ξ) = ‑ λ x.
Розв'яжемо це рівняння відносно x:
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Враховуючи, що випадкова величина ξ має рівномірний закон розподілу на проміжку [0,1], то можна записати: 


[image: image76.wmf]x

l

ln

1

-

=

x

.

Метод Неймана (відсікань, відсіювання, режекції).
Нехай неперервна випадкова змінна ξ задана густиною f(х) на інтервалі [а, b]. Нехай функція густини розподілу обмежена зверху на цьому інтервалі, при чому W – деяка константа для якої виконується нерівність
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Алгоритм отримання значень випадкової величини:
1. За допомогою генератора випадкових чисел моделюємо значення випадкової змінної хі, рівномірно розподіленої на інтервалі [а, b].
2. Моделюємо значення випадкової змінної уі, рівномірно розподіленої на інтервалі [0, W]. 
3. Якщо уі ≤ f(xi), то вважаємо, що випадкова змінна ξ прийняла значення хі; в іншому випадку значення випадкової змінної ξ не знайдено (обчислення повторюємо з пункту 1).
Універсальний метод моделювання неперервних випадкових змінних

Для моделювання значеня випадкової змінної х, розподіленої за законом розподілу з густиною f(x) на проміжку [a, b], розіб’ємо цей відрізок на п частин 

[a0, a1]; [a1, a2]; [a2, a3]; …, [aп-1, aп].

Очевидно, що а0 = а та ап = b.

Розбиття відрізка проведемо таким чином, щоб ймовірність попадання значення випадкової змінної на кожен з цих підінтервалів буде однаковою і рівною р = 
[image: image78.wmf]n

1

. Довжина цих інтервалів очевидно буде різною. Величини ak, які є межами кожного з підінтервалів, знаходимо за рекурентними формулами
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тобто маючи попереднє значення аk знаходимо ak-1 і т. д.

Алгоритм моделювання значення випадкової змінної х за допомогою універсального методу.

1. Моделюємо значення випадкової змінної ξ1, рівномірно розподіленої на відрізку [0, 1]. 

2. Визначаємо номер підінтервала k, в який попало значення випадкової змінної ξ1 за допомогою перетворення

k = [n∙ξ] + 1.

3. Моделюємо значення випадкової змінної ξ2, рівномірно розподіленої на відрізку [0, ak-ak-1]. 

4. Значення випадкової змінної х, розподіленої за законом розподілу з густиною f(x) на проміжку [a, b], знаходимо як:

· згідно лівої межі:               х = ak-1 + ξ2;

· згідно правої межі:            х = ak - ξ2.

За допомогою універсального методу можна змоделювати випадкову змінну із довільною функцією густиною розподілу. 

Моделювання нормального розподілу
Функція густини розподілу для нормального розподілу має вигляд


[image: image80.wmf](

)

(

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

×

=

2

2

2

exp

2

1

s

p

s

a

x

x

f

,

де  а – математичне сподівання випадкової змінної;

σ2 – дисперсія випадкової змінної.

Оскільки функцію розподілу генерування нормально розподіленої випадкової змінної 
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                                       (*)

не можна представити в аналітичному вигляді, то стандартний метод є малоефективним. Функцію (*) називають функцією Лапласа.

Через це на практиці застосовують інші методи, які враховують специфіку нормального розподілу. При цьому отримують нормовані значення нормально розподіленої випадкової змінної х, тобто значення випадкової змінної із математичним сподіванням рівним 0 та дисперсією рівною 1. Для знаходження значення довільної нормально розподіленої змінної у з математичним сподіванням рівним а та дисперсією σ2 застосовують оператор

у = σ∙η + а. 

Метод сумування. За центральною граничною теоремою теорії ймовірності випадкова величина 
[image: image82.wmf]å
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 асимптотично розподілена нормально при необмеженому збільшенні п, якщо виконуються умови:
1. всі величини мають скінчені математичні сподівання і дисперсію;
2. жодна із величин не відрізняється різко від інших.
Ця теорема виконується при більш широких умовах, зокрема коли всі доданки ξі не обов’язково незалежні і розподілені за однаковим законом розподілу. Суттєвим є тільки те, щоб окремі складові не займають достатньо великої частки в сумі значень всіх випадкових змінних ξі.

Центральна гранична теорема теорії ймовірності пояснює чому в природі так часто зустрічаються нормально розподілені випадкові змінні. На практиці значення економічного показника, яке зумовлене великою кількістю незначних випадкових чинників, розподілене за нормальним законом розподілу.

Пронормуємо випадкову змінну η, враховуючи, що випадкові змінні αі розподілена рівномірно на проміжку [0, 1].
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При п = 12 остання формула набуває найбільш зручного для розрахунків вигляду 
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Доведено, що цей метод дає хороші результати уже при п =5 – 8.

Існують більш точні формули для розрахунку значення нормально розподіленої випадкової змінної
, зокрема 
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де η* - уточнене значення випадкової змінної.

При п = 12 отримаємо 


[image: image86.wmf](

)

h

h

h

h

3

240

1

3

*

-

+

=

.

Метод Бокса-Маллера
. Цей метод оснований на перетворенні 
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де ξі та ξі+1 – значення випадкової змінної ξ, рівномірно розподіленої на проміжку [0, 1]; 

ηі та ηі+1 – значення нормально розподіленої випадкової змінної η з математичним сподіванням рівним 0 та дисперсією рівною 1.

Доведено, що ηі та ηі+1  є некорельованими.

Алгоритм методу Бокса-Малера.

1. Моделюємо два значення ξі та ξі+1 випадкової змінної ξ, рівномірно розподіленої на відрізку [0, 1]. 

2. Моделюємо два значення ηі та ηі+1 нормально розподіленої випадкової змінної η за допомогою перетворення (*) та (**).

Метод Марсальї-Брея. Цей метод є модифікацією методу Бокса-Маллера, який дозволяє уникнути обчислення косинусів та синусів.

Алгоритм методу Марсальї-Брея.

1. Моделюємо два значення ξі та ξі+1 випадкової змінної ξ, рівномірно розподіленої на відрізку [0, 1]. 

2. Обчислюємо значення v1 = -1 + 2∙ξі та v2= -1 + 2∙ξі+1, тобто v1 та v2 є значеннями випадкової змінної v, рівномірно розподіленої на відрізку [-1, 1].∙

3. Обчислюємо значення 
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4. Перевіряємо умову S < 1.

4.1. Якщо умова S < 1 виконується, то обчислюємо два значення ηі та ηі+1 нормально розподіленої випадкової змінної η за допомогою перетворення 
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4.2. Якщо виконується умова S ≥ 1, то значення нормальнорозподіленої випадкової змінної не отримано, тобто алгоритм методу Марсальї-Брея необхідно повторити.

Зауважимо, що одноразове застосування методу Марсальї-Брея дозволяє отримати зразу два значення нормально розподіленої випадкової змінної η. При цьому для отримання п значень нормально розподіленої випадкової змінної необхідно використати метод Марсальї-Брея всередньому 
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 раз. Наприклад, щоб отримати 200 значень випадкової змінної потрібно застосувати 127 раз метод Марсальї-Брея.

Ще одним з методів отримання значення ηі випадкової змінної η, розподіленої за нормальним законом розподілу з математичним сподіванням рівним 0 та дисперсією рівною 1 є застосування перетворення
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де ξі – значення випадкової змінної ξ, рівномірно розподіленої на проміжку [0, 1]. 
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k :=1





Генеруємо α





α := α - pk





α < 0





k := k + 1





η := xk
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і := 0





Генеруємо α





α < р





k := k + 1





η := k
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і := і + 1





k := 0





Генеруємо α





S := S + ln α





S < -λ





k := k + 1





η := k

















ні





так





k := 0;        S := 0





s := α


p := p0


k := 0





s := s - p





p := p∙r(k)


k := k + 1





η := k





s < 0
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